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Sia P il seguente operatore del secondo ordine 


Ds 


P=toa,- .,4 d;; (t&,x) dxjdx; + (v(t,x) + 1)9, + 
(1) i 

RD A tal 
+ pa j(65%) dx; + c (t,%) 


Supponiamo che i coefficienti siano C° in R", x R e che 


Alt,x,E) = ijlt» x) E; E; + £eR. stano wa a quadratica 
au” 
reale e Ri positiva. 


Questa è una situazione modello per un operatore differenzia 
le del secondo ordine, nel caso in cui si verifichino le situazioni se- 
guenti (denotiamo con Q(y, D, ) tale operatore): 

i) IT simbolo prtnisipale | di Q(y, D, ), g(y.n) è reale. 
ii) Sia Y una Aialetà di std tone 1 in pera. allora se 
(vm € pò pe \0, q(y,n) = 0 se e solo se ‘(y,n) e N° YXO. 
iii) Su N “o l'hamiltoniano Li è # 0 e parallelo al campo radiale <n,9 dé 


. 


Vogliamo costruire una parametrice per il problema di ri” 


Pu (t,x)=0 , t>o0 
(2) 


“lt =039 i 


in altri termini si vuole costruire un operatore 
- ' L'E © Bi, ' n 
E: D'(R.) C_(R,;D (RI) 


tale che 


XI=3. 


PE:D'(R) — © n° 


n 
t ui x 


(3) 
qE » | : D'(R7) e li ih; 


Con una riduzione preliminare al caso di funzioni piatte in 
t su t = 0, per mezzo di stime di energia, non è difficile provare che 
data g € CI ri, (2) ha una unica soluzione u € ei Ri x RO) se e 
solo se 
(4) std uh Fre, 


Enunciamo ora il risultato: 


Teorema. Esiste una parametrice E del problema (2) che gode 
delle seguenti proprietà: 
; k 
i) WF (di Eg ona cWF (E 9g I tag)» Ke 1,5S20, 


in particolare non v'è propagazione lungo il bordo. 


ii) Sia x CAr4R No” t 2 0, la seguente relazione canonica omogenea: 
x = {( (É(tsy,n), EÈ (tiyin)), (yin) ; (yin) eT* R"\0}, 
dove 
LA dti (i (tiy,n), sa (t;y.n)) è la bicaratteristica di +VA(t,x,E) 
uscente dal punto (y,n). Allora 


MF (EG L_L) = (ho ye fo o WF (g), Ys 20. 


XI-4. 


I dettagli della prova del Teorema si trovano in [1]. 


1. UN MODELLO 
Come guida risolviamo il seguente problema modello: 
Ito f <A + (v.+ 1) 9,] u=0 t>0 
| t x bo) t i 
(1-1) | 
u (0,x) = g(x) , VACICE 
Ponendo U(t,E) = fore u(t,x) dx otteniamo: 
Zi 7 - 
top u+|El u+ (vi + 1)a,u =0 
(1,2) 


Ù (0,E) = gd (E) 


Ponendo z = 2Vt JEl e di (t,E) = t Voll w(z), si vede che 


w(z) verifica l'equazione di Bessel 


(1.3) (258 + 23, + Pa - vi) w(z) =0. 
Allora 
De _ zo 7 (2/2)% 
(1.4) w(z) = G(E) da) = c(E) ( 7) Lai Sugar 


Se Tg È 1 €{0,-1,-2...} si ha immediatamente 


(1.5) GE) = it) I, (2) de) , 
2=2 Vie] 


sicché 

(1.6) u(t,x) = fore Ùv, (2.v€ |El) 9 (E) ar, 

dove TE = (2n)" de, do (2) = (v04+1) He I (2) 
Ora deve le ec (rx R2)- 


1 
2 Vo 
la funzione di Hankel di sr e seconda specie, pe lai che se 


|2}>> 1 


Se scriviamo d, (2) = (H * (2) + H, 01)» dove H denota 


T 
tivo +7) io E E 
(1.7) H° ha) a 20 4 liz 71/2 ; a c;($ 2iz) © , (co!) 
Li) Vv T/2 j20 
otteniamo che 
(8) ult) = fottere vile b°(2 VE JEl) 9 (E) ate, 
+ -Re = 1/2 + 
con b (z) € S, ,0 (R 4 da 


Ora l'osservazione importante a questo punto è che il simbolo 
J, in (1.6) ha un compòrtamento diverso a seconda che lo si consideri 
(o) 
nella zona  tlE|< cost o. “«t|E| > cost > 0. Più precisamente se x è una 


funzione cut off, x € c, (R) x(0) = 1, si ha 


ro 2 - |a] Ayer 
(1.9) la} Be (x(tIE] VI fave Kde (vi +7) 
(1.10) | 3° de (i-xttle19)) bÉcevilen | <a lol (vt 4 a” Pa: 


u = -Re 2° 1/2. 


XI-6. 


Le disuguaglianze (1.3),(1.10) individuano classi di simboli 
di tipo Boutet de Monvel [2]. 

Ciò suggerisce l'idea di fare la costruzione in modo diffe- 
rente nelle due zone vt: |E| Scost. 


In ciò che segue è contenuto un cenno di come formalmente può 


essere fatta tale costruzione. 


2. LA COSTRUZIONE FORMALE 
(a) zona t|E| < cost. 


Cerchiamo una parametrice del problema di Cauchy (2) nella 


forma 
(2.1) Eg (tx) = fore q(t,x,E) gd (E) de , t20, 
con qut.a,E) n xo d_;/2 (t.x.E) , ove 0_;/2 SONO omogenee 


jz0 
di ordine -j/2 nel senso che 


i 1: _ gd /2 ; 
(2.2) 9_j/2 G sa x E) = A d_j/2 (t;x,E) 9 i > 0, J 20. 


La classe delle funzioni regolari e omogenee nel senso (2.2) 


viene indicata con Y°/?, si ha 


(2.3) PEg (t,x) fortino q (E) de, 


ina q(t,x,€) e XE ix. E 


P(e q(t,x,E)). 


al 
con le condizioni q (t,x,E) x 0, q(0,x,E) n 1. 


Eguagliando i vari ordini di omogeneità si ottiene: 


M 
(2.4) dv Ly, + (494,2 + Bi /2 0) + 0494 + ba 9472 + tot 
per certi operatori differenziali (in t e x) per cui 


. N m+1 . 0 +1/2 - k 
Li: y + Lage , 


Lit, k20,meR. 


Otteniamo così le seguenti equazioni di trasporto 


j 

Lg a L19_j,23 7% n H-h/29-j/2+h/2 
(2.5) : L 

q = 1 Gi hO ad 

(0) #0 j/2|t=0 

. dove 
2 

(2.6) Ly =ta + (Vv (8) #1) 9 + AOGE) 3 


vp (1%) a v(0,x), AOGE) = A(0,x,E). 


Per risolvere(2.5) poniamo z = 2Vt a(x,&), a (x,E) = 


= AOGE). Come per il caso modello otteniamo: 


(x) lo) 
I o(x) 2? e VW. 


z=2 VI a (x,E) 


(2.7 a ftose) = (900) +1) 


Per risolvere le altre equazioni di trasporto, osserviamo che 


XI- 8. 


1 î ° 
(2.8) dI, (2) = mia A “ol | ot ge To, do = ssd 
L 2 


con 


1 CE n 
(purché cia vo É {0,-1, -2,...}). Quindi se q (2%) = 


= [ alia) v(x)-1/2 d&8,siì ha 
È 


r(vo(x)+1) r (3 - vo(x)) 


q (03%) = Vi do (2Vt a(x,E),x). 


Ora si prova che V j21 esiste una funzione d.; s 


184) a; (2,4) = LO Si,p,904,8) | 278 (88-1)%9(%)-p-1/2 
i ‘ osps2j L 
osqs2j 


(in(6-1))° o) 


con 4; p,q omogeneo di grado -j in E, tale che 


e -j/2 
Q_j/2 (toGE) = d_; (2vE a (E), x) € 4 


La q è quindi costruita sommando la serie asintotica a 0.;/2 nel senso 


delle classi definite da (1.8). JRO 
b) zona t|E| > cost. 


Per quanto mostrato nel caso modello, in questa zona si va a 


XI-9. 


cercare una parametrice nella forma di somma di due operatori integrali 
di Fourier (0IF): 


Eg = E'g +Eg , con 
(2.10) È 

£ ip (t,x, a A 

E glt,x) = [e è (t,6) p(2Vt alx,E), x, E) G(E)CE 

Le fasi corrette che danno luogo al fenomeno di propagazione 
descritto nel teorema si ottengono andando a risolvere le equazioni d'ico 


nale: 


Vi ag è VA(t,x,d,0°) , t>0 


(2.11) 


Sit 


Queste si risolvono rapidamente: basta porre è (t,x,E) = Pia (2Vt, x, E). 


+ ue 
. Le yw allora verificano 


n 2 
agi (s,x,E) = + VA (E) x, dg (spe) 


(2.12), al 


+ 
O (0,x,E) = x°E 

che sono le equazioni d'iconale corrispondenti a una equazione strettamen 
te iperbolica del second'ordine, e quindi standard. 

Per quanto riguarda le ampiezze degli OIF di (2.10), pi, andia 
mo a cercare le funzioni pi (z,x,E) come "somma" di serie asintotiche del 

+ n Co) + n n + 
ti . (2,X;E)., com P__ E € x x \ {0})), omogenee di 

po Ly E) -j (R, #. (Re )) g 


jzo 
grado -j nel senso che 


XI-10. 


(2.13) pj (exe) = A pi, (24,8), A 0, d20 


+ 
scriveremo P_j 
Ora in modo del tutto formale si ha 


ea. 


+ k 
(2.14) 9° (ts) mx. gaze ) 07, (E)z 
sati z=2Vta (x,E) 

+ 1-k + 
dove d,_k (x,AE) = X dk (xt); A> DO, k3 

Applicando P nella (2.10) si ha la condizione 

sE int 4 

(2.15) e'* Ple? pino. 


Sostituendo (2.14) nello sviluppo asintotico di (2.15) si ha 


pr È e : , 
(eo) et* petite Lf La 


k2o gang DE 
j+h=k-1 
+ Do 19» È, |> 
j.h20 da î 
j+h=k-2 
a | Mg: is ie ADE ; 
ove gli operatori differenziali L, , 1,72 s L, fanno crescere il 


grado di omogeneità di 2,+1-j, -j rispettivamente (si noti che gli L ope 
rano nelle variabili (z,x))! 
Si ha 


(217) dd) È + VSS ZE 4 44 RA | 
Z z z z 


La (2.16) fornisce una successione di equazioni di trasporto, 


in.cui a priori non si dà alcun dato di Cauchy a z = 0. La prima di tali 


XI=11. 


* 
equazioni è L, P, = 0, che si risolve osservando che 
; P 2 
* * |; 
(2.18) e? Li eF'° atz))= Sosh MG(z) , dove 
(2.19) M = 2:95 + (2v (x) +1) 9 +2 
z lo) z 


è l'operatore di Eulero - Poisson - Darboux. 


Si ha allora che 
rv (4) + 1) PE - v_ (0) 
Vi 


. ei ul ale (o2-1)Vo(8)-1/2 do , dove 
L 


(2.20) P, (z,x,E) = 


+ + 
E' facile verificare che Po (Ss; 9° sil Po =0 sez> 0, e che 
+ - 
(Po + Po) = 1 
z=0 
Procedendo induttivamente si può vedere che, con la stessa 
+ 
rappresentazione integrale usata per A , si possono ricavare le solu- 


zioni di tutte le altre equazioni di trasporto nella forma 
+ 
(2.21) px (2, x, E) = 


=" ziz f A ei29 (c+1 Vol*)-1/26 n (0,x,E) d E, 
i 


XI-12. 


dove ei, è una funzione regolare in (x,E&), E # 0, omogenea di grado -k in 
E, tale che 


(2.22) 9 @_, = L Ca (ot) (In (031), 


1 € insieme 
finito di indici 
con da analitici in una striscia verticale intorno ai punti o = + 1, 
con un polo d'ordine al più k ino = + 1 e rapidamente descrescenti per 
|Imo|/ +0, 
Una stima dell'andamento asintotico degli integrali in (2.20), 


(2.21) per z —> + dice che 


(2.23) e, lia 200) - 1/2 - 
E 4 DI Sa (e) 2 (n 2), 
12-k finita cai 


dove i er 1, 50N0 omogenei di grado -k in E. 
Questa stima permette di sommare la serie ansitotica 
\ PL (2Vt a (x,E), x, E) nelle classi di (1.9) con u = - syp Re vo 00)-1/2. 


na La parametrice così calcolata ha i] seguente aspetto: 


(2.24) Eg(t,x) = De x (t181î) q (t,x,E) G (E) dE + 


PS 


+D felt (N 11 Pi(tx,E) 6 (6) dE, 


dove x è un cut off. 
(2.24) ovviamente soddisfa la condizione di traccia in (2). 

Si vede subito che però (2.24) non soddisfa l'equazione in 
(2) per due ragioni. 


La prima è un fatto tecnico dovuto all'incollamento delle due 


XI-13. 


zone: bisogna avere informazioni sul termine 
è ig Ah pps 
[ P, x(t]e15)1 ja q- al* pi - a p}. 
Questo ostacolo si supera imponendo delle opportune condizioni iniziali 
+ - 
apyze apo k> 0. 
La seconda ragione è che il termine 


+ 


(2.25) bis (1-x(t]e17)) «pia! pi) és (R i xR",). 


“ 


In effetti ciò che si vede è che 
Jar at af bitter] S Telett 8 via o #20 


In questo senso diciamo che bÈ (= CRI $ u. (Ri x R)) 
e che è piatto per t = 0. 
A questo punto si prova che esistono simboli 


+ 0, + u n n Li . È 
r EC (RL è Sp,olFx* FR), piatti at =0, 
per cui 
Fei 
-iò 
e 


cat 
i$ 
e 


p( r') + b° € (Ri 45 (RU xR")) 


piatti at =0. 
Sia R° 1'0IF definito da 


R glta) « fee ENO) rEtt,,g) g (E) CE, 


allora la vera parametrice ha la forma 


XI-14. 
Eg(t,x) = fatt ql(t,x.E) d (E) ad E+ 
i È (t x,E), + + : 
+) fe do pile) + rÉ(t,x,e)) d (E) d'E 
+ 
Questa forma permette di provare il Teorema. 


Si osservi che l'uguaglianza per la relazione di propagazio- 
ne dei WF scende dall'ellitticità degli OIF in é. 


XI-15. 
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